Ubungen Mathematik I, M

Nachklausur zur Klausur 2, Lésungen

1. Zu der Funktion

28.2.2013
z? -3
0 =275

bestimme man

(a)
(b)

alle Asymptoten;

alle Wendepunkte, das heifit, alle Extremalstellen der Ableitung von
f.

Lésung: (a) Die Funktion konvergiert fiir x — oo und & — —oo gegen

(b)

1, also ist y = 1 eine Asymptote. Da es keine Definitionsliicken gibt,
existieren keine weiteren Asymptoten.

Die Ableitung von f ist

2z(2? + 6) — 2x(2? — 3) 18z

fla) = (22 + 6)2 T (22 +6)2

Fiir die Extremalstellen von f’ miissen wir die Ableitung von f’ be-
trachten, also f”'.

18(2? 4 6)2 — 2(z% + 6)2x - 18«
(22 +6)1
18(z% 4+ 6) — 7222 —5422 + 108

(z246)2 (22 +6)°

7'(z) =

Diese Funktion ist 0 genau dann, wenn der Z#hler 0 ist, also fiir
22 = 2. Um zu iiberpriifen, ob die Stellen z; = —v/2 und z, =
V2 tatsichlich Extremalstellen von f’ sind, kann man entweder f”’
berechnen und die beiden Stellen einsetzen oder man argumentiert
wie folgt: Fiir « zwischen 2, und 2, also |z| < v/2, ist 54z% < 108 und
somit f”(x) positiv (der Nenner von f”(x) ist immer positiv). Fiir
r < x; und x > T, also |x| > /2, ist entsprechend f”(x) negativ.
Also ist f’ links von 27 monoton fallend, zwischen z; und x5 monoton
steigend und rechts von x5 wieder monoton fallend. Damit ist x; eine
Minimalstelle von f’ und x5 eine Maximalstelle. O

2. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

dg* — 223 — 222 — 13z + 7
23— —x—2 '




Losung: Zunichst fithren wir eine Polynomdivision durch.
( 4z* —22% — 227 — 13z —|—7):($3—x2—x—2):4x+2+1§z273—x+11
— 4zt + 423 + 42?2 + 82 r
223 +222 —5x +7
— 2234222 +2z +4
4% — 3z +11

-2 —xz—2

Nun wollen wir den verbleibenden Bruch zerlegen. Eine Nullstelle des Nen-
ners ist 2, wir konnen daher einen Faktor x — 2 heraus ziehen.

v —x—2):(m—2):x2—|—x—|—1

— 23 + 222
22 —x
— 22422
T —2
—xr+2
0

Der Faktor 22+ +1 hat keine reellen Nullstellen (denn der Term (g)Q —q
unter der Wurzel in der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ist
—3, also negativ), wir haben den Nenner also in (z—2)(z*+x+1) zerlegt.
Fiir die Partialbruchzerlegung suchen wir nun Zahlen A, B, C' mit

4 =3z +11 A Bx+C
W —a2—x—2 x—2 a224x+1

Multiplizieren wir mit dem Nenner der linken Seite, erhalten wir

42 =324+ 11 =A(z* + 2+ 1)+ (Bx + C)(z — 2)
= Az? + Az + A+ Bz? — 2Bz + Cxz — 2C
= (A+ B)2?> 4+ (A—2B + C)z + (A - 20).

Koeffizientenvergleich liefert uns die Gleichungen

A+ B =4,
A-2B+C =-3,
A—20 =11

Die erste Gleichung bedeutet B = 4— A. In die zweite Gleichung eingesetzt,
ergibt dies A—2(4—A)+C = —3 beziehungsweise 3A+C = 5. Addieren wir
das Doppelte dieser Gleichung zur dritten Gleichung, haben wir 74 = 21,
also A = 3. Daraus folgt B=4—A =1und C =5 — 34 = —4. Die
gesuchte Partialbruchzerlegung ist also

dg* — 223 — 222 — 13z + 7 3 r—4

=4 2 .
T +x—2+x2—|—m+1

a3 —a? —x—2



3. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a)
(b)

et — esin(:v)
lim ———
=0 2 — sin(x)
. —_—x
lim 27=¢"
x—0

Losung: (a) Der Zihler konvergiert gegen € —e® =1 —1 = 0 und der

Nenner ebenfalls gegen 0 — 0 = 0. Wir wenden daher 'Hospital an:

er — esin(x) sin(z)
lim - = lim
=0 r —sin(z) 2—0 1 — cos(z)

e® — cos(x)e

Auch hier konvergiert wieder der Zdhler gegen e® —1-e?=1—-1=
0 und der Nenner ebenfalls gegen 1 — 1 = 0. Wir wenden erneut
I’Hospital an:

e® — cos(x)esn(®)

. . e® 4 sin(z)es™(®) — cos?(x)es(®)

im = lim

z—=0 1 —cos(z) @0 sin(zx)

Der Zihler konvergiert gegen € 4+0-¢e — 12 = 1+0—1 = 0. Auch

der Nenner konvergiert gegen 0, wir wenden also ein weiteres Mal
I’Hospital an:

e® + sin(z)es™(@) — cos?(x)esn(*)

ilgb sin(x)

~ lim e® + cos(z)e*™@) + sin(x) cos(z)e(®) + 2 cos(x) sin(z)esn(®) — cos?(z)esin(®)
w0 cos(x)

— im e® + cos(x)es(®) 4 3 cos(z) sin(z)es @) — cos®(x)esn(®)
e=0 cos(x)

Nun konvergiert der Zihler gegen €® +1-¢% +3-1-0-e% — 13e? =
14+140—1=1 und auch der Nenner konvergiert gegen 1. Also ist
der gesuchte Grenzwert 1.

Es ist

lim 2T=e® — 9lime—o ==
z—0

Nenner und Zihler des Bruches konvergieren gegen 0, wir wenden
also I'Hospital an:

=1

. . 1
lim = lim
z—0]1 — e® z—0 —e”

Der gesuchte Grenzwert ist also 271 = %

4. Losen Sie die folgenden Integrale.

/ x cosh(z

/3s1n ) + 4 cos(x )dx




Lésung: (a) Wir wenden partielle Integration an.
/x cosh(z)dx = xsinh(z) — /sinh(m)dw = zsinh(z) — cosh(z) + C.

(b) Wir verwenden die Standardsubstitution v = tan(%), also sin(z) =
2
du.

1—u

= und dz =

cos(z) =

2u 2
T+u2’ 14u?

/ > der = / > 2 du
3sin(x) +4cos(xz) ) 3 1_?_1;2 + 4;25 1+ u?

_/ 0
) 6u+4—4u? Y

SN R S——.
2 uz—%u—l

Den Nenner kénnen wir zerlegen in (u — 2)(u + %), wir erhalten also

5 5 1
/ 3sin(z) + 4 cos(x) do = 2 / mdu'

Nun zerlegen wir den Integranden in zwei Briiche. Wir suchen also
Zahlen A und B mit

also )

1A(u+2) + B(u — 2).
Setzen wir hier u = 2 ein, erhalten wir 1 = gA, also A = % Setzen
wir u = —% ein, erhalten wir 1 = —%B, also B = —%. Insgesamt folgt

[t (22,
3sin(z) + 4 cos(x) YT 5 u—2 5 u+1i "

1 1
:/ du—/ Tdu
u— 2 u+3

ln(u2)ln<u+;>+0

—ta (tan (5) = 2) —tu (1an (5) + 3 ) +

O




