Tutorium Mathematik II, M

Losungen™
17. Mai 2013

*Aufgabe 1. Berechnen Sie zur Kurve

sinh(t)
Z(t) = t
cosh(t)
das begleitende Dreibein in Abhéngigkeit von der Bogenlédnge.

Losung: Zuerst miissen wir die Bogenldnge der Kurve berechnen. Dafiir beno-
tigen wir die Ableitung der Kurve.

cosh(t)
Z(t) = 1
sinh(t)

Die Bogenlédnge ist

s(t) = /Ot \/cosh2(7') + 1+ sinh?(7)dr

Aus der Identitit cosh?(7) — sinh?(7) = 1 folgt cosh?(7) = 1 + sinh?(7) und
somit

s(t) = /Ot \/ 2 cosh?(1)dr = /Ot V2 cosh(r)dr = [\/§sinh(7')]; — \/2sinh(t).

Also ist )
v
#(s) = arsinh s)

1/1—1—%82

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.
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Den Tangentenvektor erhalten wir durch

L 1
L d7 e V2
b=~ ﬁ\/@ = | ==

Fiir den Hauptnormalvektor miissen wir die Ableitung des Tangentenvektors
berechnen.

. 0
d | __ s
Vat2s2°

Die Lénge dieses Vektors ist
52 16 52 2
+ = +
(2+s2)3 (44 2s?)3 (24 s2)3 (24 s2)3

B s2+2 1
V24823 242

Der Hauptnormalvektor ist also

af 0
= -ds 5

o = | BT

ds V41252

SchlieBlich berechnen wir noch den Binormalvektor als Kreuzprodukt.

2+52 1

S V2+521/4+4252 V2
b=ixii=| -t | =| =
V24425 V2+s

S S
V2/2+52 V44252
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Bemerkung: Wenn das Dreibein nicht in Abhéngigkeit von der Bogenldnge



bestimmt werden muss, kann man auch die folgenden Formeln benutzen:
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Aufgabe 2. Berechnen Sie zu den folgenden Kurven jeweils das begleitende
Dreibein in Abhéngigkeit von der Bogenldnge.

(1+1)
(1-1)
st

W Njw

mit ¢ € [—1, 1]

W Wi

cos(t)
(b) Z(t) = | sin(t)
t

3 cos(t)
(¢) Z(t) = | 5sin(¢)
4 cos(t)

t
(d) Z(t) = [ —v2In (cos(t)) | mit t € [—F, 7]
tan(t) — ¢

Lésung: (a) Die Ableitung der Kurve ist

fiir die Bogenlénge erhalten wir somit

s(t):/ot\/(1+7)+(1—7)+%d7':/0t\/ng:;t.
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Also ist

3

2 2.\2

s (L+39)°

Z(s) = | 2 2.)2

)= 13 (1-3s)"

3s
Fiir den Tangentenvektor erhalten wir

2 2
3 1+ §S

Die Ableitung hiervon ist

- 9¢/1+2s
O
ds 9¢/1-2s

0

Die Lénge dieses Vektors ist

9 1 N 1 2 [1-2s+1+2s 2v/2
9V 1+2s 1-2s 9\ (1+2s)(1— 2s) 9\/(1—#%3)(1—%8).

Der Hauptnormalvektor ist also
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fiir die Bogenlédnge erhalten wir somit

s(t) = /Ot \/Sin2<7') + cos?(7) + ldr = /Ot V2dr = /2t

Also ist
cos \/%5
Z(s) = | sin \/igs
\/%s

F= 5= | Zcos (9)
ds V2 V2
\%
Die Ableitung hiervon ist
[ heos ()
ds —% sin (\%s)
0

Die Lénge dieses Vektors ist

e (5e) o () =

Der Hauptnormalvektor ist also

1
i o8 <ﬂ8>
— ds
d St <ﬁ 3)
ds 0

\/Lg sin (%55> \% sin (%3)
b=txn= —\%cos <\/L§s> = —\%COS (Lzs>
1ogin2 (1 1 2 (1 1
75 S111 <7§S> + 75 COS (\ﬁ8> 75
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(c) Die Ableitung der Kurve ist

_ —3sin(t)
Z(t) = | 5cos(t) |,
—4sin(t)

fiir die Bogenlédnge erhalten wir somit

t
/ \/9 sin?(7) + 25 cos?(7) + 16sin?(7)dr = / 5dt = 5t.
0

Also ist
3 cos (

Z(s) = | Hsin (
4005(

Fiir den Tangentenvektor erhalten wir

G = O ot =
» »
N—

»
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o [isin(l)
t=— = CoS (%5)
ds 4 {
5 sin (5 )
Die Ableitung hiervon ist
i (~Ees(E)
% = —E Sin (518
—% COS (58)

Die Lénge dieses Vektors ist

L Jocos? (L5 )+ 25sin? (&5 ) + 16 cos? ( -
- COS -Ss SIn —S COS -S| =
25 5 5 5

Der Hauptnormalvektor ist also

O] =

s [—}cos(3s)
=4 = —sin (és

dt 4o (L

ds 5 COS (53)

Schliellich berechnen wir noch den Binormalvektor als Kreuzprodukt.

(59) =5

L) cos (3s) | =
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2 (
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(d) Die Ableitung der Kurve ist

1 1
i) = | V2ig | = | Vetan() |,
m—l tanQ(t)

fiir die Bogenlénge erhalten wir somit

s(t) = /t V1 + 2tan(r) + tan' ()dr = /t 1+ tan®(7)dr
- /t —COSi<T)dT = tan(t).

Also ist
arctan(s)

Z(s)= | —v2In (cos (arctan(s))>

s — arctan(s)

Wegen der Beziehung aln(z) = In(z) ist —\/iln(x) = \/Lgln (%) und
somit

arctan(s)

)= | 0 ()

s — arctan(s)

arctan(s) arctan(s)
= \/Li In (1 + tan? (arctan(s))) = \/Li In(1 + s?)
s — arctan(s) s — arctan(s)

Fiir den Tangentenvektor erhalten wir

1 1
L dz 1452 1452
=22 = = | =12-=

ds 1\/__1+182 i
1+s2 1452
Die Ableitung hiervon ist
__ 2s
2)2
| i
1+ 2)2
ds (25 s*)
(14s2)2



Die Lénge dieses Vektors ist

VA2 +2(1— 22 +4s>  V2+4s2+258 V2
(1+ s2)2 (L4822 1482

Der Hauptnormalvektor ist also

Schliefilich berechnen wir noch den Binormalvektor als Kreuzprodukt.

252 —52(1—52) 52
- \([1-1-;2)\2[ 1-5\-73
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