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* Aufgabe 1. Berechnen Sie zur Kurve

x(t) cos®(t) [ T
- . telo, —}
(W)) (2 sin’(t) 2
die Bogenlédnge und stellen Sie die Kurve in Abhéingigkeit von der Bogenlédnge

dar. Berechnen Sie anschlieend den Tangentenvektor in Abhéngigkeit von
der Bogenlénge.

Losung: Fiir die Bogenldnge bendttigen wir zunéchst die Ableitungen der

beiden Koordinaten.

(t)\ [ —2cos(t)sin(t)

y(t))  \ 4cos(t)sin(t)
Nun berechnen wir die Bogenldnge anhand dieser Werte. Dabei beginnen wir
mit unserer Berechnung zum Zeitpunkt ¢ = 0, setzen also s(0) = 0.

s(t) = /Ot \/( — 2cos(T) sin(7‘))2 + (4 cos(7) sin(7‘))2dT
= /Ot \/20 cos?(7) sin?(7)dr
= @/Ot | cos(7)] - | sin(7)|dr

Weil ¢ zwischen 0 und 7 liegt, sind sowohl Cosinus als auch Sinus nicht
negativ, wir haben also

t

s(t) = V20 /0 " cos(r) sin(r)dr = V20 B sin2(r)} — VBsin(t).

0

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.
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Wenn wir nun s als Parameter verwenden wollen, miissen wir ¢ in Abhéngigkeit
von s darstellen. Dies ist nicht schwer.

s = V/5sin’(t)

= 7 = sin®(t)
= 7 = sin(t)

S
<= arcsin — ) =t
(5)
Nun setzen wir diesen Ausdruck in die Definition der Kurve ein.
2 : s
(x(s)) B cos (arcsm (, /\/5))
y(s)) . 9 . s
2 sin <arcsm ( \/5)>
1 — sin? (arcsin ( ))
.92 . s
2 sin (arcsm ( 75))
—2
I VA
— el
/75
(2)
27
Der Tangentenvektor ist nun die Ableitung dieses Ausdruckes nach s.
dx _ 1
dy 2
ds NG
Die Richtung ist also konstant, es handelt sich bei der Kurve somit um ein
Geradenstiick. O

Sl

Aufgabe 2. Berechnen Sie zu folgenden Kurven die Bogenldnge und stel-
len Sie die Kurven in Abhéngigkeit von der Bogenlénge dar. Berechnen Sie
anschliefend den Tangentenvektor in Abhéngigkeit von der Bogenlédnge.



(o) = ()
y(t) Vi
Fiir die Bogenldnge erhalten wir damit

suyzlxﬁiﬁh:[;1+ﬂﬂt:§u+w

0

Njw

Nun 16sen wir diese Gleichung nach ¢ auf.

2 3 2
= Z(1+¢t2-=
s=3+t —3
— 42 2(1+t)§
S —_ = — 2
3 3
3 3
= §5+1:(1+t)2
3 H
<— (§s+1) =1+t
2
3 3

In die Definition der Kurve eingesetzt erhalten wir

(x(s)) (3s+1)7 -1

= ) 3
y(s) 2((gs+1) -1)

Nun berechnen wir noch die Ableitung nach s.

(£)- (s 1)”

VEs+1)7—1-2(3s+1)

W=

wl—=
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(b) Wir berechnen zuerst die Ableitung der Kurve.

70

y<t>> - (Q

Fiir die Bogenlénge erhalten wir damit

t t
s(t) = / Ve + ebdr = / e*™V1 + e2rdr
0 0

Hier substituieren wir v = €?7, also du = 2e“"dr. Dadurch erhalten wir

s(t) = /162t%\/1‘f‘—udu: {

eZt

1 1 1
3 = Z(1+eX)2 — 23,

(1+u)3}1 . .

Nun 16sen wir diese Gleichung nach ¢ auf.

111101

V8

W =

1
s = 5(1 +e¥)e —

Njw

1 1
S—l—gx/é: §<1+62t)
35+ V8 = (1+¢*)>

<3s+\/§>§ =1+¢*

2
(35+\/§ Pl = e

%ln((?)s—i—\/g)g —1) —¢

In die Definition der Kurve eingesetzt erhalten wir

eln((35+\/§)%71)

N =

Nun berechnen wir noch die Ableitung nach s.

(3s + \/é)_%

\/(35+\/§)§—1-(3s+\/§)‘%



(¢) Wir berechnen zuerst die Ableitung der Kurve.
(t)\  [—sin(t)
()] \ cos(t)
Fiir die Bogenldnge erhalten wir damit
t t
S(t) = / \/sin3(7) + cos?(r)dr — / ldr — [} = ¢.
0 0

In diesem Fall haben wir also s =t (was, da es sich bei der Kurve um
einen Kreis handelt, auch nicht sonderlich iiberraschend ist), weshalb

auch
(o) = () = (e
gilt. Dementsprechend ist auch
(%)= G = (o))
(d) Wir berechnen zuerst die Ableitung der Kurve.
(yg;) N (sinllwt))

Fir die Bogenlidnge erhalten wir damit

s(t) = /Ot \/ 1+ sinh?(7)dr = /Ot \/ cosh?(1)dr = /Ot cosh(7)dr

= [sinh(7)]f, = sinh(¢).

Nun 16sen wir diese Gleichung nach ¢ auf.

s = sinh(t)
= arsinh(s) =t

In die Definition der Kurve eingesetzt erhalten wir
(:c(s)) B ( arsinh(s) )
y(s) cosh(arsinh(s))
arsinh(s)
B <\/1 + sinhQ(arsinh(s))>




Nun berechnen wir noch die Ableitung nach s.
dx _1
(%) — (\/1+32>
dy s |-
ds Vit
(e) Wir berechnen zuerst die Ableitung der Kurve.
©(t)\ (4t
JOVEEING
Fiir die Bogenlédnge erhalten wir damit

t t
s(t) = / V1672 4 TddT = / V16 + 72dr
0 0

1 5101 s 64
= |=(16 +7%)2| = (16 +1t*)2 — —.
L))( +T)2]0 3( +17)2 5

Nun l6sen wir diese Gleichung nach t auf.

1 . 64
= (16 +t*)2 — —
s=36+1)2 -
64 1 ,
2 (16 +12)3

s+3 3( +t%)

3
2

35+ 64 = (16 + t?)
(3s+64)3 = 16 + ¢

[

\/(3s+64)% —16=t

In die Definition der Kurve eingesetzt erhalten wir

(x(s)) _[2y/Bs+60) - 162
y(s) 135+ 64)F — 16
2(3s 4 64)% — 32
L ((33 +64)5 — 16)g

Wl
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Nun berechnen wir noch die Ableitung nach s.

(zjl_x) A(3s + 64)3
&) %\/(3s+64)§—16-(3s+64)*% '




