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* Aufgabe 1. Bestimmen Sie die allgemeine Losung des folgenden Systems
von Differentialgleichungen.

9.31 =T —|—4ZE3
j?g = 21’1 +2£L'2—|—IE3

I'g = —2l‘1 — Ty — 41‘3

Losung: In Matrix-Schreibweise lautet das System

1 0 4
T = 2 2 1|x=A7.
-2 -1 -4

Fiir die allgemeine Losung miissen wir zuerst die Eigenwerte von A bestim-
men. Das charakteristische Polynom von A ist

2 2-A 1 |[=(1-NC=MN(-4—-A)+0+(=8) —(A—1)—0— (38X —16)

=N EA+1=—N+ N1

Die Nullstellen hiervon bestimmt man wie immer, in unserem Fall haben wir
die Nullstellen Ay =1 und Ay = A3 = —1.
Nun bendtigen wir die Eigenvektoren. Wir beginnen mit Ay = 1.

0 0 40 21 110 21 1]0
2 1 1|0 — {00 4(0]—10 0 110
-2 -1 5|0 00 —410 00 0]0

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



Die Eigenvektoren zum FEigenwert \; = 1 sind also von der Form c;v;, =
1
C1 —2
0
Nun betrachten wir den zweiten Eigenwert. Falls dieser zwei linear un-
abhéngige Eigenvektoren ,, 03 hat, ist die allgemeine Losung der Differenti-
algleichung & = c;e!0; + coe 'y + cze~'03. Wir rechnen nach.

2 0 410 2 0 4]0 1 0 2]0

2 3 1|0 —1{(0 3 -3|/0]—(0 1 —-1/0

-2 -1 -3|0 0 -1 110 00 010
-2

Die Eigenvektoren zum Eigenwert —1 sind also Vielfache von | 1 |, es gibt

somit keine zwei linear unabhéngige Eigenvektoren.
In diesem Fall suchen wir eine Losung der Form

at+b a b
F=ce¢tlct+d]| =tet +et|d
et + f e f

Die Ableitung hiervon ist

a a b a a—>
Z=ellc|l —tet|c| —et|ld]=—tet|c]|+et|lc—d
e e f e e—f

Andererseits soll die Funktion auch die Differentialgleichung erfiillen, es muss
daher

a a—>b
te™! +etle—d]| = A7

e e—f

a b

=A|te? +et|d

e /

a b

=te"Alc| +etA|d

e f



gelten, also

a a b a—>b
Alcl=—-1|c¢ und Ald]| =|c—d
f e—f

Somit ist | ¢ | ein Eigenvektor zum Eigenwert —1, also

a —2cy
c| = Co
C2
b
Fiir | d | miissen wir ein Gleichungssystem lésen:
f
b —2¢c9 — b
Ald]| = ( co—d
/ ca— f
b b —2¢9
<— Aldl+|d] = ( Co
f / C2
b —2¢o
= (A+IL)[d]| = ( Co
/ C2
b —2¢s
— (A— (=D | d| = ( Co
/ C2
Dieses Gleichungssystem l6sen wir wie gewohnt.
2 0 4] —2c¢ 2 0 4] —2c¢ 1 0 2| —c
2 3 1 |l — 10 3 =3| 3c|] —|0 1 1| c
-2 -1 -3 Co 0 -1 1| —c 00 O 0
Wir kénnen hier f = c3 setzen, daraus folgt d = ¢o + ¢c3 und b = —cy — 2¢3.

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems ist also

b —Co — 203
d|]| = Co +C3
f C3



Somit haben wir fiir unser System von Differentialgleichungen die allgemeine

Losung
C1 —2Cgt — Cy — 203
F=e"[-2c; | +e | et+cates
0 Cgt + C3
1 —2t—1 —2
=cret | =2 | + et t+1 +ese | 1. ]
0 t

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Systeme
von Differentialgleichungen.

i?l = 31’1 +4l’3
(&) =5
2 = O0T2

Sbg = +3.CE3

i’l:ZIQ—Ig
(b) o
Lo = 21 To + X3

Ztg = 23171 — X9 +3CL’3

i’1:2$1+$2+1’3
(¢) o
To = X1+ T2

ii‘3:$1+$3

Lésung:  (a) Dieses System entspricht in Matrixschreibweise

r=A

oS o O
W O =
81

3
=10
1

Das charakteristische Polynom von A ist —\% + 11X\% — 35\ + 25 und
hat die Nullstellen A\; = 1 und Ay = A3 = 5.

Wir berechnen zuerst die Eigenvektoren zum Eigenwert 1.
2 0 4]0 2 0 410 1 0 2]0
0 40/0]—1040/0]—1010|0
1 0 2]0 0 0 0|0 0 0 00

4



Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind also von der Form c¢;v), =
-2

C1 0
1

Nun suchen wir die Eigenvektoren zum Eigenwert 5.

-2 0 410 -2 0 4]0 -1 0 2|0
00 0j0]— 0000 — 00 0]0
1 0 —-2|0 00 0]0 00 0]0

Zum Eigenwert 5 haben wir also zwei linear unabhéngige Eigenvektoren
2 0

Uy = | 0] und ¥5 = | 1|, der allgemeine Eigenvektor hat die Form
1 0

02172 + 03173.

Die allgemeine Losung des Systems ist also

-2 2 0
T=ce® [ 0 | +ee® 0] + 3¢ |1
1 1

Dieses System entspricht in Matrixschreibweise

0 2 -1
r=12 -1 1 |Z=A%
2 -1 3

Das charakteristische Polynom von A ist —A% 4+ 2A% + 4\ — 8 und hat
die Nullstellen A\ = —2 und Ay = A3 = 2.

Wir suchen zuerst die Eigenvektoren zum Eigenwert —2.

2 2 -110 2 2 -1]0 2 2 -1]0
21 1/0}—1(0 -1 2|0]—10 -1 210
2 -1 5|0 0 -3 6|0 0O 0 010

Setzen wir die letzte Koordinate 1, folgt, dass die zweite Koordinate 2
und die erste —% ist. Um ganze Zahlen zu erhalten, multiplizieren wir
die Werte mit 2. Der allgemeine Eigenvektor zum Eigenwert —2 hat
-3
also die Form ¢;v; =¢; | 4
2



Nun suchen wir die Eigenvektoren zum Eigenwert 2.

—2 2 —-11]0 —2 2 —-110 -2 2 —-110
2 -3 1|0 — 0O -1 0|0 — 01 010
2 -1 110 0O 1 0]0 00 010
1
Alle Eigenvektoren zum Eigenwert 2 sind also Vielfache von [ 0 |, es
—2

gibt somit keine zwei linear unabhéngige Eigenvektoren.

Wir miissen also den Ansatz

at+b
T=e? | ct+d
et + f

a
wéhlen. Wie bei Aufgabe 1 erhalten wir, dass | ¢ | ein Eigenvektor

e
zum Eigenwert 2 ist, also

a Co
= 0
e —2¢9

Fiir die restlichen Koeffizienten miissen wir das Gleichungssystem

b Co
/ —2¢y
16sen, wie in Aufgabe 1.
-2 2 -1 Co -2 2 =1 ¢ -2 —1] ¢
2 -3 1 0] — 0 -1 0| c] — 01 O0f-—-c
2 -1 1| —2c 0 1 0|—c 00 O 0
Es muss als d = —cy gelten. Fiir b konnen wir eine Konstante c3 set-
zen, daraus folgt dann f = —3cy — 2¢3. Die allgemeine Losung des
Gleichungssystems ist also
b C3
d = —C9
f —302 — 203



Als allgemeine Losung des Systems erhalten wir somit

-3 cot 4¢3
T=ce 2| 4 | +e% —C
2 —2cot — 3¢9 — 2c3
-3 t 1
=cre 2| 4 | +coe? -1 +ee? [0
2 -2t —3 -2

(c) Dieses System entspricht in Matrixschreibweise

8
|

— =N
81

11
1 0|z=A
01

Das charakteristische Polynom von A ist —A3 4+ 4A? — 3\ und hat die
Nullstellen A\; = 0, Ay = 1 und A3 = 3. Da wir keine doppelten Null-
stellen haben, miissen wir lediglich die Eigenvektoren berechnen.

Zunachst berechnen wir die Eigenvektoren zum Eigenwert 0.

2 1 11]0 1 1 0|0 1 1 0/]0
1 10/0] —10 =1 1j0}] — [0 —1 1]0
10 10 0 -1 110 0O 000
Die Eigenvektoren zum Eigenwert 0 sind also von der Form c¢v), =
-1
C1 1
1

Als néchstes berechnen wir die Eigenvektoren zum Eigenwert 1.

11 11]0 1 0 010 1 0 0]0
1 00/0)]—1(0 -1 =1{0] —10 1 1/0
1 0010 0 -1 —-1]0 0000
Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind also von der Form cyv, =
0
Co 1
—1



Zuletzt berechnen wir die Eigenvektoren zum Eigenwert 3.

-1 1 110 -1 1 1|0 -1 1 10
1 -2 0]0) — 0O -1 1|0 — 0 -1 1|0
1 0 =210 0 1 —-1]0 0 0 0]0

Die Eigenvektoren zum Eigenwert 3 sind also von der Form csu3 =
2

cs |1
1

Die allgemeine Losung des Systems ist somit

—1 0 2
T=c | 1 | +eet | 1 ]| +ee®|[1]. O
1 -1 1



