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* Aufgabe 1. Bestimmen Sie die allgemeinen Losungen der Differentialglei-
chungen

(a) y’—2y+y§:1—x
(b) zy — 1+ (2* —zy)y’ =0

Lésung: (a) Bei dieser Differentialgleichung handelt es sich um eine Ric-

catische Differentialgleichung, denn sie ist von der Form ¢’ + f(x)y +
9(z)y* = h(z).
Hier miissen wir zuerst eine partikuldre Losung ,erraten“. Dies kann
sehr schwer sein, aber in diesem Fall sehen wir, dass die Funktionen
f, g und h allesamt Summen von Potenzen von z sind. Daher liegt es
nahe, dass auch die partikuldre Losung eine (Summe von) Potenz(en)
von z sein kénnte. Wir setzen also an:

y = ax’

Diesen Ansatz setzen wir in die Differentialgleichung ein und erhalten
abz® ! — 202’ + a?2* =1 — 2.

Nun koénnen wir vergleichen, welche Potenzen von x wir haben. Auf

der rechten Seite haben wir 2! und 2°, links haben wir z°, z°~! und

22*~1 wobei wir bei letzterer noch nicht wissen, ob sie unter Umstinden
mit einer der anderen Potenzen identisch ist. In jedem Fall ist 2° eine
hohere Potenz als x°~!, diese beiden Potenzen sollten also z' und z°
entsprechen, damit die Gleichung erfiillt sein kann. Wir versuchen daher

b = 1. Damit wird die Gleichung zu

a—2ax+a*r=1-—1.

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



Koeffizientenvergleich der Konstanten liefert a = 1 und Einsetzen zeigt,
dass auch die linearen Koeffizienten stimmen. Also ist y, = z eine
partikuldare Losung der Differentialgleichung.

Der néchste Schritt ist die Substitution y = 2z + y,, also y = z + z.
Damit erhalten wir im Allgemeinen die Differentialgleichung

2+ (f(z) +29(2)yy(x))z + g(x)2* = 0,

was eine Bernoullische Differentialgleichung ist. In unserem Fall ist die
Gleichung
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Eine Losung hiervon ist z = 0, fiir den Fall z # 0 konnen wir die

Differentialgleichung durch Integrieren losen.
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Fiir y haben wir also die Losungen y = x und y = mj +2 mit ¢ € R.

Diese Differentialgleichung ist von der Form
Pla,y) + Qz,y)y' =0
= P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

Solche Differentialgleichungen sollte man zuerst auf Exaktheit {iberpriifen.
Dazu berechnen wir P, und @), und vergleichen diese. Es ist P, = z
und @, = 2x — y, die Differentialgleichung ist also nicht exakt.

Daher wollen wir einen integrierenden Faktor M suchen, so dass M P+
MQy' = 0 exakt ist. Hierfiir muss

M-(Py— Q) =M, -Q—M,-P
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sein. (Dies wurde in der Vorlesung berechnet.) In unserem Fall ent-
spricht diese Gleichung

M-(y—:n):Mz-(:)sz—xy)—My-@y—l).

So eine Differentialgleichung fiir M ist im Allgemeinen schwer zu losen,
weil sie partielle Ableitungen enthélt. Allerdings sind wir nicht an der
allgemeinen Losung, sondern nur an einer speziellen Losung interessiert.

Ein moglicher Ansatz hierfiir ist anzunehmen, dass M nur von x oder
nur von y abhéngt, so dass eine der beiden partiellen Ableitungen weg
fallt. Versuchen wir es zunédchst mit M = M (z). Dann entspricht die
Differentialgleichung

M- (y—x)=M-(2* - zy)
— M y—x 1
M  22—zy oz

Beim Ansatz M = M(y) hétten wir

M-(y—=x)=-M"(zy—1)
— M _y-u
M 11—y

erhalten, was sich nicht weiter vereinfachen lasst. Der Ansatz M =
M (x) ist also besser. Fiir ihn ergibt sich die Losung durch Integrieren:

/ LM = / —dr
In(M)

= —In(x)

1
M= —.
x

—
—

Man beachte, dass wir beim Integrieren eigentlich eine Integrationskon-
stante hitten verwenden miissen. Da wir aber nur eine spezielle Losung
suchen, konnen wir die Konstante 0 setzen und sie von Anfang an weg
lassen.

Der integrierende Faktor ist also %, die Differentialgleichung wird da-

durch zu
1 /
y—;%—(as—y)y = 0.

Diese Differentialgleichung ist nun exakt, denn P, = @, = 1. Wir
kénnen also eine Funktion F(z,y) mit P = F, und ) = F, bestimmen,
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indem wir P (nach x) oder @ (nach y) integrieren. Wir wéhlen den
Ansatz iiber P (der iiber ) wire gleichwertig).

1
F:/y——dx:a:y—ln(a:)—l—cb(y)
x
Aus der Bedingung F, = @) erhalten wir
v+ ¥(y) =z -y,

also ®'(y) = —y und somit ®(y) = —3y*. (Auch hier kénnen wir die
Integrationskonstante weglassen, da wir nur eine spezielle Losung su-
chen.) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist durch die
Gleichung F'(z,y) = ¢ gegeben, also

1
zy — In(z) — 5@/2 =c

gegeben. Diese Gleichung kénnen wir nach y auldsen, es ist

y =12+ /22—2In(z) +c. O

Bemerkung: Es gibt keine Strategie, die bei Riccatischen Differentialgleichun-
gen grundsétzlich eine partikuldre Losung liefert. Man kann aber prinzipiell
folgende Ansétze versuchen:

e Bestehen f, g und h aus Exponentialfunktionen, versuche man den
Ansatz ae®. Fiihrt der nicht zum Ziel, kann man es mit Summen solcher
Exponentialfunktionen versuchen.

e Bestehen sie aus trigonometrischen Funktionen, versuche man a cos(x),
asin(x), atan(x) oder acot(z). Auch hier kann man es mit Summen
solcher Ausdriicke versuchen.

e Bestehen sie aus Potenzen von x, versuche man es mit az® oder Summen
solcher Ausdriicke.

Wihlt man einen dieser Ansétze, kann man diesen in die Differentialgleichung
einsetzen und dann die Koeffizienten vergleichen. Grundsétzlich ist der An-
satz umso komplizierter zu berechnen, je mehr Summanden man ansetzt.
Daher sollte man es zuerst immer mit dem einfachsten Ansatz versuchen.

Bei integrierenden Faktoren ist die Frage, ob man den Ansatz M = M (x)
oder M = M/(y) wihlen soll. Dies sollte man davon abhéngig machen, wie
die Briiche =% ynd @ aussehen. Ersteren muss man beim Ansatz
M = M/(z) nach z integrieren, letzteren beim Ansatz M = M(y) nach
y. Man sollte daher den Ansatz wéhlen, fiir den der jeweilige Bruch einfacher
ist.



Aufgabe 2. Bestimmen Sie die allgemeinen Losungen der Differentialglei-
chungen

(a) sin(z)tan(y) + 1+ COS(“’;)) y =0

cos2(
(b) y ==y +y*

()
(d) 223" + 32%y" +ay —y =10
)

)

Y — 2tan(z)y +y? =1
y 3

(e
(f) y=ay +Vy

Losung: (a) Dies ist eine Differentialgleichung der Form P(z, y)+Q(x,y)y’ =

+ 2zy — y—i—%yz:—x—x

0. Wir iiberprijfen zuerst, ob sie exakt ist. Es ist P, %(Eﬂy)) und
Q: = CS(;?Q , die Differentialgleichung ist also nicht exakt. Wir su-

chen nun emen integrierenden Faktor M (x,y). Dieser muss

. sin(x) _ _ cos(x) B - (sin(2) tan
2COS2<y) T COSZ(y) My ( ()t (y)_'_l)

erfiillen. Der Faktor bei M, ist dem bei M sehr dhnlich, wir versuchen
daher den Ansatz M = M (x). Dann entspricht die Gleichung

M. 9 sin(x) _ cos(x)
cos®(y) cos*(y)
M sin(z)
<~ — =2 .
M cos(x)
Wir erhalten M durch Integrieren:
sin(z)
—dM =
/ M / cos(z
= = —21n(cos(m))
<~ M = !
cos?(x)

Wir haben also einen integrierenden Faktor Wl(x) gefunden. Mit diesem
multipliziert wird die Differentialgleichung zu

sin(x) tan(y) + 1 1
cos?(x) cos(x) cos?(y

/
y = 0.
)



Diese Differentialgleichung ist wegen der Wahl des Faktors exakt, wir
konnen daher durch Integration die Funktion /' mit F, = P und F}, =
@ bestimmen. In diesem Fall ist () deutlich leichter zu integrieren.

1  tan(y)

F = dy = U
() / cos(x) cos(y) Y cos(x) + (@)
Aus der Bedingung F, = P erhalten wir

sin(x) tan(y) V() = sin(x) tan(y) + 1,
cos?(x) cos?(x)
also ¥'(x) = @ und somit ¥(z) = tan(x).
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also durch
tan(y)
t =
cos(z) + tan(x) = ¢

gegeben. Lost man die Gleichung nach y auf, erhélt man

y = arctan (¢ - cos(z) — sin(x)) .

Wenn wir die Differentialgleichung zu

! 1 12
y——y+-y =0
T T

umformen, sehen wir, dass es sich um eine Bernoullische Differenti-
algleichung handelt, wobei a = 2 ist. Eine Losung ist hierbei immer
y = 0. Fiir y # 0 multiplizieren wir zuerst mit y~ = y~2 und erhalten
1 1
y Y - —+-=0.
xy
Nun substituieren wir z = y!=* = i Dadurch ergibt sich

, 1 1 , 1 1
—Z ——2=—= — Z+—z=-—.
x x T x

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist

ZH:C'eXp<_/§d£C> —c-exp(—In(x)) = =

n .

Eine partikuldre Losung erhalten wir durch

1 1 1 1
zI:—-/%dx:—-/ld:v:—-:czl.
T 1-; x x
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Die allgemeine Losung fiir z ist also 2 = £ + 1, fiir y heifit dies

1 1 T
J odet y z 41 c+u

Dies ist eine Riccatische Differentialgleichung, wir brauchen also zuerst
eine partikuldre Losung. Mit dem Ansatz y = acos(z) erhalten wir
durch einsetzen die Gleichung

—asin(z) — 2asin(z) + a® cos*(x) = 1,

die keine Losung fiir a liefert. Auch der Ansatz y = asin(x) fiithrt nicht
zum Ziel. y = atan(x) hingegen liefert

am — 2atan®(z) + a*tan®(z) = 1
1 2 2
— acosz(x) + (a® — 2a) tan®(z) = 1
2 -2
PN a+ (a* — 2a) sin(x) _
cos?(x)
= a+ (a* — 2a) sin?(z) = cos®(v) = 1 — sin®(z).

Koeffizientenvergleich zeigt, dass a = 1 die Gleichung erfiillt, eine par-
tikuldre Losung ist also y, = tan(x).

Nun substituieren wir y = z + y, = z + tan(z) und erhalten die neue
Differentialgleichung
7422 =0.

Diese hat eine Losung z = 0, die anderen Losungen finden wir durch
Integration.

Z+22=0
2/2_22
/
— Z_
»2
1
<= —2dZ—/—1dI
z
1
— ——=—r+q
z
1
e z =
r —C



Wenn wir ¢ = —c¢; setzen, erhalten wir also die allgemeine Losung fiir
Y

y=20 oder Yy = + tan(x).

T+c
Dies ist eine Eulersche Differentialgleichung. Hierfiir wihlen wir die
Substitution 2 = €' und v(t) = y(e'). In der Vorlesung wurde berechnet,
dass sich hieraus die Beziehungen

y(x) =e"-i(t),
y'(@) = e (6(t) — (1)),
und y"(x) = e 3. (U (t) — 3i(t) + 20(1))

ergeben. Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, kiirzen sich die
Exponentialterme weg und wir erhalten

2(V(t) — 30(t) +20(t)) + 3 (0(t) — v(t)) +0(t) —v(t) =0

= 20(t) — 30(t) + 20(t) — v(t) = 0.
Diese Differentialgleichung losen wir mit Hilfe des charakteristischen
Polynoms. Dies lautet 2A* — 3A? + 2\ — 1 und hat die offensichtliche
Nullstelle A = 1. Dividieren wir das charakteristische Polynom durch

A—1, ergibt sich das Polynom 2A* — A+ 1, welches die Nullstellen 3 + 14
hat. Die allgemeine Losung fiir v ist also

1 1
o(t) = cre’ + (02 cos <§t> + ¢ sin (§t>> o3t

Substuieren wir wieder z = e und y(x) = v(t) zuriick, ergibt sich
1 (1
y(z) = c1o + (02 oS <§ ln(a:)) + c38in (5 1n(m)>) V.

Auch dies ist eine Riccatische Differentialgleichung. Als Ansatz fiir eine
partikulidre Losung wihlen wir hier y = ax’. Eingesetzt erhalten wir
die Gleichung

abz’™' + 2a2""t — ax®t + a?2? T = —2 — 23
Nach Vergleich der Exponenten sollte b—1 =1 und b+ 1 = 3 sein, also
b = 2. Dann entspricht die Gleichung

3 _ 3

2ax + 20z —ax + d*x = —x — x

= azx + (2a + a*)a® = —x — 2%,



was durch a = —1 erfiillt ist. Eine partikuldre Losung ist also y = —22.

Die Substitution y = z+vy, = z—1? liefert die neue Differentialgleichung

1 1
7 —=z4+=22=0.
T

Dies entspricht genau der Differentialgleichung aus Teil (b) und hat

somit die allgemeine Losung z = 0 oder z = =, was fiir y
2 X 2
=—x oder = -
4 Y ct+x

entspricht.

Dies ist eine Clairautsche Differentialgleichung mit h(z) = /z. Als
allgemeine Losung erhalten wir also einerseits

y=cx+ h(c)=cx++/c
fiir jedes ¢ > 0 und andererseits fiir den Fall x + % = ( die Losung, die
durch
dh 1
dz 2z

dh z 1 1
Y=k =gt VEm VR

Tr =

parametrisiert wird. Diese Losung ist die Einhiillende der oben genann-
ten Geraden. Es handelt sich dabei um einen Ast einer Hyperbel, wobei
x alle negativen Werte durchlauft und y = —ﬁ also positiv ist. O



