
Ein quadratisches Modell zur Berechnung des risikoneutralen
Wahrscheinlichkeitsmaßes ausgehend von Preisen der Optionen
über einen gegebenen Basiswert
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über einen gegebenen Basiswert
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Ausübungsdatum t1, für 1 ≤ i ≤ m, mit a := P1 < P2 < . . . < Pm =: b,

Preis S
(0)
i der Option i zum Zeitpunkt t0, 1 ≤ i ≤ m,

Konstanter Zinssatz r im Zeitintervall [t0, t1].

Ausgabe: Ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaß p, die
∑m

i=1

(

S
(0)
i − S

(0,p)
i

)2

minimiert, wobei S
(0,p)
i der mit Hilfe von p

geschätzer Preis der Option i zum Zeitpunkt t0 ist, 1 ≤ i ≤ m.

Annahme: Der Preis S des Basiswertes XYZ zum Zeitpunkt t1 nimmt
einen Wert aus [a, b] an.

Ansatz: Approximiere p durch einen natürlichen kubischen Spline mit
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Die Spline-Darstellung und die Restriktionen

Sei p : [a, b] → R+ mit
∫ b

a
p(s)ds = 1, p(s) = fj(s), für s ∈ [Pj−1,Pj ],

j ∈ {2, . . . ,m}, wobei fj ein Polynom dritten Grades mit
fj (s) := αj s

3 + βj s
2 + γj s + δj , für αj , βj , γj , δj ∈ R, j ∈ {2, 3, . . . ,m}, ist.



Die Spline-Darstellung und die Restriktionen

Sei p : [a, b] → R+ mit
∫ b

a
p(s)ds = 1, p(s) = fj(s), für s ∈ [Pj−1,Pj ],

j ∈ {2, . . . ,m}, wobei fj ein Polynom dritten Grades mit
fj (s) := αj s

3 + βj s
2 + γj s + δj , für αj , βj , γj , δj ∈ R, j ∈ {2, 3, . . . ,m}, ist.

Sei y = (α2, β2, γ2, δ2, . . . , αm, βm, γm, δm) ∈ R
4(m−1)



Die Spline-Darstellung und die Restriktionen

Sei p : [a, b] → R+ mit
∫ b

a
p(s)ds = 1, p(s) = fj(s), für s ∈ [Pj−1,Pj ],

j ∈ {2, . . . ,m}, wobei fj ein Polynom dritten Grades mit
fj (s) := αj s

3 + βj s
2 + γj s + δj , für αj , βj , γj , δj ∈ R, j ∈ {2, 3, . . . ,m}, ist.

Sei y = (α2, β2, γ2, δ2, . . . , αm, βm, γm, δm) ∈ R
4(m−1)

Spline Restriktionen:

fj(Pj) = fj+1(Pj) j ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}

f
′

j (Pj) = f
′

j+1(Pj) j ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}

f
′′

j (Pj) = f
′′

j+1(Pj) j ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}

f
′′

2 (P1) = f
′′

m (Pm) = 0



Die Spline-Darstellung und die Restriktionen

Sei p : [a, b] → R+ mit
∫ b

a
p(s)ds = 1, p(s) = fj(s), für s ∈ [Pj−1,Pj ],

j ∈ {2, . . . ,m}, wobei fj ein Polynom dritten Grades mit
fj (s) := αj s

3 + βj s
2 + γj s + δj , für αj , βj , γj , δj ∈ R, j ∈ {2, 3, . . . ,m}, ist.

Sei y = (α2, β2, γ2, δ2, . . . , αm, βm, γm, δm) ∈ R
4(m−1)

Spline Restriktionen:

fj(Pj) = fj+1(Pj) j ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}

f
′

j (Pj) = f
′

j+1(Pj) j ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}

f
′′

j (Pj) = f
′′

j+1(Pj) j ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}

f
′′

2 (P1) = f
′′

m (Pm) = 0

Der geschätzte Preis der Option i , i ∈ {1, 2, . . . , n}

S
(0,p)
i = 1

1+r

∫ b

a
max{0, s − Pi}p(s)ds

= 1
1+r

∑m

j=2

∫ Pj

Pj−1
max{0, s − Pi}p(s)ds

= 1
1+r

∑m

j=i+1

∫ Pj

Pj−1
(s − Pi )fj (s)ds =: hi (y) (linear in y !)
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Beobachtungen:

◮ Die Restriktionen (5) für j ∈ {2, . . . ,m} und (6), stellen eine
Relaxation der Bedingung p(s) ≥ 0, ∀s ∈ [a, b], dar.

◮ Es gibt 3m− 1 lineare Restriktionen und 4m− 4 Variablen.

◮ Die quadratische Zielfunktion ist konvex.

◮ I.A. ist die Knotenmenge des Splines eine Obermenge der Menge
der Strike-Preise.


