Ein quadratisches Modell zur Berechnung des risikoneutralen
WabhrscheinlichkeitsmaBes ausgehend von Preisen der Optionen
iiber einen gegebenen Basiswert

EingangsgréBen: Basiswert XYZ, Zeithorizont [to, t1],

m Europdische Call Optionen iiber XYZ mit Strike-Preisen P; und
Ausiibungsdatum t1, flir 1 </ <m mita:=P; < P, < ... < P, =: b,
Preis 5,-(0) der Option i zum Zeitpunkt tg, 1 < i < m,

Konstanter Zinssatz r im Zeitintervall [to, t1].
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Ansatz: Approximiere p durch einen natiirlichen kubischen Spline mit
Knoten P;, 1 <i < m.



Die Spline-Darstellung und die Restriktionen

Sei p: [a,b] = Ry mit [ p(s)ds = 1, p(s) = fi(s), fiir s € [Pj_1, P]],
J€{2,...,m}, wobei f; ein Polynom dritten Grades mit

6(5) = Ozj53 +ﬁj52 + ;s +6;, fir aj, Bj,7,0, €R, j € {2, 3,..., m}, ist.
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Die Spline-Darstellung und die Restriktionen

Sei p: [ab]—>]R+m|tfp Yds =1, p(s) = fi(s), fir s € [Pj_1, Pj],
Jje{2,. m} wobei f; ein Polynom dritten Grades mit

fi(s) := ajs + Bjs? +*yjs+5 fir aj, Bj,7j,0; € R, j € {2,3,...,m}, ist.
Sei y = (a2, 82,72, 02, - - -, Am), Bms Ym, Om) € RHM=1)

Spline Restriktionen:

) ) je{2,3,....m—1}

) ) j€{2,3,...,m—1}
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Der geschéatzte Preis der Option /, i € {1,2,...,n}

5P = fb max{0,s — P;}p(s)ds
= 1+r J pr max{0,s — P;}p(s)ds
= ﬁ Zj:i+1 ny,l s — P))fi(s)ds =: hi(y) (linear in y!)
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2
Zielfunktion: 7, (hi(y) - )

1



Das quadratische Optimierungsmodell mit Variablen y ¢ R*(m—1);

2
Zielfunktion: 17, (hi(y) - )

Restriktionen (1)-(3), fur j € {2,...,m— 1}, (5) fir j € {2,...,m},
und (4), (6):

ajPP + BiP? + 7P+ 6 = 1P+ BiaaPP 4+ 1Py + 61 (1)

30;P} +26;P; + 3041 P} +26j41 P + 11 ()

60jPj +28; = 60j11Pj+ 2011 (3)

6Py +28, = 6amPm+28,=0 (4)

(5)

(6)

ajP? + BiP? + ;P + 6 0
a2P; + 2P} + 2P+ b 0

(AVARAYS



Das quadratische Optimierungsmodell mit Variablen y ¢ R*(m—1);
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Restriktionen (1)-(3), fiir j 6,{27 ...,m—1}, (5) fur j € {2,...,m},
und (4), (6):

ajPP + BiP? + 7P+ 6 = 1P+ BiaaPP 4+ 1Py + 61 (1)
30jP? + 2BiPj+v; = 3aj1P? +2B11P + i1 (2)

6a;P; +20; = 60j11P; + 20} (3)

6Py +28, = 6amPm+28,=0 (4)

P} + BiPF + P +6; > 0 (5)
2P} + BoPf +72P1+ 62 = 0 (6)

Beobachtungen:

> Die Restriktionen (5) fiir j € {2,..., m} und (6), stellen eine
Relaxation der Bedingung p(s) > 0, Vs € [a, b], dar.

» Es gibt 3m — 1 lineare Restriktionen und 4m — 4 Variablen.
» Die quadratische Zielfunktion ist konvex.

» |.A. ist die Knotenmenge des Splines eine Obermenge der Menge
der Strike-Preise.



